1. Comme 0 < by < ag, alors a; — ag =

E.N.S.I DE CHIMIE GROUPE CENTRE ( P.C)
DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Session 1974
DUREE : 4 heures

Un corrigé

I

bo — —b
0= % _petay —byp=""""">0.Donc0 < by < a1 < ag. De plus,

les nombres considérés étant positifs, bg < aphby < aﬁ, d’ot1 by < v/ agbyg = b1 < ag. Enfin :

2
b -2 b b — /b
al—b1:aOT+0— /7(10[)0:0/0 \/(2100+ o:(\/CT Vbo) 0.

2
On en déduit donc que a; > by, et donc:
0§b0<b1<a1<a0.

. On considere le cercle de diametre [Ay, By] et le cercle de centre O et passant par B;. Ces deux cercles se
coupent en deux points  ( d’ordonnée > 0) et I'. Alors :

ol = OBl = b1 et IAl == B()A1 = a1 — bo.
donc:

O +TA? = b2+ (ay —bo)? = b% + a3 — 2a1bo + b

b
= aobo+a%—2a0+ 0

bo + b3 = a2 = OA2.

Ainsi d’apres la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle OI A, est rectangle en 1.

. Démontrons par récurrence, sous I’hypothese by < ap, que :
VneN, 0<b, <bpt1 < apn+1 < ap.

D’apres la premiére question, la propriété est vraie pour n = 0. Supposons que la propriété soit vraie pour
un entier n € N donné. Alors, le calcul de la question I.1. permet d’écrire (il suffit de considérer b, 1 < ap+1
alaplacedeby < ap):

b1 < bpy2 < apyo < apgt,



et donc la propriété est héréditaire.
D’apreés le principe de récurrence, on en déduit donc que :

VneN, 0<b, <bpy1 < ant1 < apn

ce qui permet d’écrire :
e la suite (a,,)nen est décroissante et minorée (par 0 ), donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle
converge vers une limite /.

e Par définition on a :
an + by,

2

VneN, apy1 =

et
bn+1 =V anbna

1+

et!’ = VII'. On en déduit I’ = II’ et puisque I’ > 0

puisque (b, )nen est strictement croissante, on obtient [ = l.
Les deux suites (an,)nen et (by)nen convergent vers la méme limite notée L(ag, bo).

dong, en faisant tendre n vers +oo, on obtient | =

1 1
Pourag = letby = —,onobtient L { 1, — ) = 0,847234107° prés.
V2 V2

T . A dvai
. Pourtoutt € {0, 5] ,onab} < a?cos®t + bisin®t < a2 car by < ag. On en déduit donc :

1 1 1
Vte[ovg}aig SF
ao \/a% cos?t + b3 sin? ¢ 0

et donc, par croissance de 'intégrale :
/;’ dt /2 dt /;’ dt
- S S )
0o do 0 \/a% cos?t + b2 sin’ t o bo

— <7 by) < —
2&0 (a()’ 0) 2b0

soit :

. Posons le changement de variable de classe ¢ 1 2 = sint. Alors do = costdt = V1 — sin?tdt, d’ot dt =

dz . On obtient donc :

1 — a2
d
(Lo, bo) = / -
Vag - —b2 $2\/1—$2 \/CLO—COI'2\/1—$2
P _ (a1 +a)y
. Posons ¢(y) = oy Puisque a; et ¢; sont strictement positifs, la fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] et
ay +ci
’ B a1+ c1 B 2
12 (y) - (al + Cly2)2 (al a1y )

Or,a? = b3 +¢& > ¢4, donc a; > ¢ ce qui implique que ¢’ > 0 sur [0,1]. On en déduit le tableau de
variation :



On en déduit que ¢ est strictement croissante sur [0, 1], c’est une bijection de [0, 1] sur ¢([0, 1]) = [0, 1].
Onadonc:z =0« y = 0etpour z # 0 on a les équivalences :
(a1 +c1)y 2
r=-—"—"5 < (a1+c x=(a1+c
P (a1 +ay’)z = (a1 + 1)y

& azy® — (a1 +e1)y+apz = 0.

Le discriminant de cette équation du second degré est § = (a1 + 01)2 —4(c1z)(a1x) = a% + 2a1¢1 — dajci1x’.
Or, z < 1,donc —4ajci2® > —4aycy, et ainsi :

6> a% + 2aqc1 + cf —4aicq = a% —2aic1 + cf = (a1 — 01)2 > 0.
L’équation possede donc deux solutions

a1+C1+\/S a1+C1—\/5
= ety =

2c1x 2c1x

Or, puisque V6 #0,0ona toujours y; > y». La fonction ¢ étant continue, sa bijection réciproque l'est aussi
donc on a : soit ¢~ (x) = 1, soit ¢ (2) = yo. Or:

a; + 1+ /(a1 — ¢1)? _art+a+ta—ca _ﬂ>1

2cq 2c; C1

yi(1) =

)

ce qui est contradictoire avec le résultat précédent. Donc ¢! () = y2 et on peut écrire :

(al +c — \/5> <a1 +c1 + \/S) daycix?
e 2c1T (al +c1 + \/3) - 2ci1x (al +c1 + \/3) 7
d’ou1 (1'expression obtenue étant encore valable en 0 ), la bijection réciproque de ¢ est
et 0,1 — [0, 1]
- 2a1x

a1 +c1 ++/(a1 + c1)? — dajci a2

— b
e Tout d’abord c% = a% — b% donc, puisque ¢; > 0, ¢; = a0 % On en déduit donc que:
a b ag — b a3 — b? c?
ay+c1 = 0_2‘_ 0—|— 02 0 =agetajcy = 24 0 :ZO.

On a donc:

(a1 + 61)292

2 2 2 2
ag —cpx® = (a1 +c1)° —4aic
0~ 0 (a1 +c1) S PR—I
(a1+C1)2
= rayp (¥ vy —dnay)
(a1 + c1)? 9

2
 +enp @ )

3



et ainsi :

e Ensuite
s (a1 + c1y?)? — (a1 + ¢a1)%y?

(a1 4 c1y?)?

a3 +2a1c19? + Ayt — afy? — 2a1019* — Ay
(a1 + C1y2)2
ai — (ai + )y* + iy’
(a1 + c1y?)?
(1—9y*)(af — ciy*)
(a1 + 0192)2

2

donc :

e V1I-yVai -y

ar + c1y?
e Enfin, on a vu que
ay + ¢ 2
doe = ——— 55 (a1 — ciy”)dy,
(a1 — cly2)2( )
donc:
1
1 dz
I(ag,bo) = /
( ) 0 vad — a2 V1 — a2
/1 a + Cly2 ai + Cly2 a-+c
o (m+eon—ay’) VT—y2/af = G2 (01 +ay?

)2 (a1 — Clyg)dy

dy

1
1
/0 Vai —cy? /1 —y?

et donc:
I(ao,bo) = I(al,bl).

. D’apres ce qui précede, une récurrence immédiate permet de démontrer que :
Vn e N, I(ag,bo) = I(an,by).

Or, pour tout n € N, et pour tout z € [0, 1], on a 'encadrement :

b2 <a? -2 <d?,
d’oti:
1 1 1
— < = <
an az —c2x? ~ by

Ainsi, par croissance de l'intégrale :
1 U de < /1 dz < 1 /1 dx
an Jo V1—22 " Jo V1—22y/a2 =222 " bn Jo V1—2?

soit, puisque / 1 dz arcsin 1 T
, ———— =arcsinl = —:
puisq 0 VI_a? 9

T T
— < T b,) < —.
2a, — (an, bn) < 2b,

Enfin, d’apres 1.4, on sait que les suites (a, )nen et (by)nen convergent vers L(ag, by), donc :

I(ag, bo) =

™

2L(a0, bo) '



III

1. La fonction @ — cos(26) est de classe €' sur R, paire et w-périodique. De plus V8 € [0, g} ,cos(260) > 0 &
™
0e 0] o
On en déduit que la fonction p : 6 — cos(26) est définie sur D, = U [_Z + km, 1 + lm] De plus, en

k€L
notant I" cette courbe :
eV0 € D,, p(—8) = p(#) donc I est symétrique par rapport a I'axe (Ox).
oV0 c D, p(0+ )= p(0) donc I est symétrique par rapport a I'origine.
e Il s’ensuit que I est aussi symétrique par rapport a 'axe (Oy).

La fonction p est dérivable sur [0, % [ etV e {0, % [, p0) = asm(@?), d’ot1 le tableau de variation :
cos
il
0 0 1
P (0) -

p(0) T

On obtient la courbe suivante :

2. Par symétrie, on en déduit que la longueur de la courbe fermée I" est :
L) = 4 / P20 + 2(0)d0
0

i [sin?(20)
= 2
4a/0 \/cos(29) + cos(260)d6

D’ou

i
L(I) —4a/0 Wd@.

), donc df = De plus, on

dx
V2 — 22

3. Posons le changement de variable z = v/2sin 6. Alors 6 = arcsin <

ol

sait que cos(20) = 1 — 2sin?# = 1 — 2, donc on peut donc écrire :

! 1 da
L(T") = 4a / .
0o V1I—22v2—2a?
4. Un cercle de rayon a a pour périmetre p = 2ma. Or, pour tout z € [0,1],ona l < 2 — 2% < 2 donc

V2 _
<

> < 1. On en déduit donc que :

1 1
d
4aﬂ/ )< 4a/ v
2 Jo V1—22 0 1—=x

2—x

2

5



ce qui donne :
m™/2a < L(T) < 2ar.

La longueur de I' est inférieure a celle d"un cercle de rayon a.

IV

de /2
. D’apres la formule admise, ona — = Tg\/ cosf — cosa, d’ou dt

En intégrant ¢
T &

o
-\ 29 /cosO —cosa

T
entre 0 et 3 donc 6 entre 0 et «, on obtient :

N
2 \[29 )y vcosO—cosa

0
. Posons le changement de variable sin (2> = zsin (%), donc = 2 arcsin (a: sin (%) ) , et par conséquent
2sin ($) e . o
do = dz. En utilisant de plus la formule de trigonométrie :
1 —22sin? (§)
0
cosf =1 — 2sin® () ,
2
on obtient :

T 0 1 1 2sin (§) dz
2 \/;/0 V(1= 2225in? (9)) — (1-2sin* (5)) /1 - #2sin? (3)

B V?/l dz
970 V1—2%/1—a22sin? (%)

- 7T .
En particulier, pour o = 5/ on obtient :

1
T:2¢l/ da 2
gJo VT—a?\1-%
T %/ﬂ dw _ o [2L(T)
9 Jo V1—a2y2— 2?2 g 4a

1
T:2¢l/ de
970 /1 —22,/1—22sin? (%)

Or, siap = 1et by = cos (%), alors ¢ = af — b3 = 1 — cos? <%) = sin? (%), donc:

1
T:g\/g/o ﬂ_ﬂzg_%ﬂzzﬂz(l,cos(g)),

d’ou:

. D’apres ce qui précede, on a :




et donc

B \/EL(Lch@))'

Si a tend vers 0, alors b, tend vers 1 et donc L(ag, by) tend vers L(1,1) = 1. Alors :

Iim T = 71'\/7.
a—0 g

Pour [ = 100cm on obtient T =~ 1, 003s.

On adonc:
2
ap = letby = cos (Q) = 1—&4-0(043),
2 8
d’ou
b 2 §
ar = %+ % :1—a—+0(a3)etb1 = \/flobozl—af‘f‘o(ag)'
2 16 16
et donc: )
L (1,COS (%)) =1- % + o(a?).
On en déduit que :
L 1+ (%)
e —_— o\« ).
L(Les(3) 116
et donc:

T:\/g<7r+7rféz+o(a3)>.



